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1 Introduction

Un plasma peut étre défini comme un ensemble d’un grand nombre de particules chargées
de signes opposées qui interagissent au moyen de champ électrique et magnétique.
Il existe deux descriptions du plasma : cinétique et fluide. La description cinétique et la plus
générale et la plus précise. Elle considere le plasma comme un mélange d’ions et d’électrons.
Chacune des especes a = e,i est caractérisée par sa fonction de distribution en vitesse f,
qui correspond a la densité des particules dans ’espace des phases. L’équation cinétique décrit
I’évolution de la fonction de distribution au cours du temps, elle peut étre simplifiée lorsque les
fonctions de distributions restent proches des fonctions de Maxwell. Dans ce cas on peut intégrer
le modele cinétique et considérer chacune des especes par ses grandeurs hydrodynamiques : den-
sité, vitesse moyenne, température. Les modeles hydrodynamiques ont 'avantage d’étre rela-
tivement peu cotteux. Cependant, lorsque les fonctions de distributions ne restent pas proches
de fonctions Maxwelliennes cette description n’est pas assez précise et les modeles cinétiques
deviennent nécessaires.

En pratique le cotit de calcul des modeles cinétiques est bien trop important pour pouvoir étre
utilisé pour de réels applications. Une approche intermédiaire entre les modeles cinétiques et hy-
drodynamiques consiste a effectuer “une prise aux moments” des modeles cinétiques. L’intérét de
cette approche est de diminuer les cotits de calcul numérique par rapport aux modeles cinétiques
tout en restant plus précis que les modeles hydrodynamiques. Il existe de nombreux modeles
aux moments dont la différence vient principalement du choix de la fermeture du modele. Cette
fermeture permet d’assurer les propriétés physiques des solutions. Par exemple, le modeéle aux
moments PN trés connu ne conserve pas toujours la positivité de la fonction de distribution des
électrons.

Dans ce travail nous présentons dans une premiere partie deux modeles aux moments : le
modele PN et le modele M1. Nous détaillons ensuite les schémas numériques utilisés pour chacun
des deux modeles. Nous améliorerons les schémas mis en place en implicitant le terme de forces
et les termes de collisions puis nous introduisons une méthode de projection. Enfin le couplage
du modele M1 avec les équations de Maxwell est considéré. Au cours de cette étude nous avons
proposé un schéma stable par rapport a un certains parametre du modele adimentionné afin
d’étre consistant avec le modele limite. De tels schémas sont désignés dans la littérature comme
“Asymptotic-Preserving” ([1]). Le schéma ainsi construit permettra de gérer un régime proche
de la limite quasi-neutre sans nécessiter de contracter les pas de temps et d’espace.



2 Modeéles aux moments

Dans cette partie nous présentons deux modeles aux moments : le modele PN et le modele
M1. Ces modeles sont établis a partir de I’équation de Fokker-Planck qui s’écrit dans le cas
électrostatique et une seule dimension en espace :

ofe 0fe E of.
fo . O, aBOf

Ot v Ox m ov Qee + Qeis (1)

ou f. represente la fonction de distribution des électrons, Q. et Q; sont les opérateurs de
collisions électrons-electrons et ions-électrons. L’expression des opérateurs de collisions Q.. et
Q¢; sont données par :

Qeelferfo) = divo( | S0 =Tufel@)felo) = fol0) Vufele]dv'),

Quilfis fo) = div,[S(v = o)) Vuf ()],

avec 1
2
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Remarque :

Cette équation est trop lourde pour étre implémentée et utilisée pour des applications. Les
modeles aux moments se construisent par intégration de cette équation. Cette “prise aux mo-
ments” revient a effectuer une prise de moyenne sur ’équation. La formulation obtenue est moins
précise mais moins cotiteuse.

2.1 Modele PN

Le modele PN se construit en projetant 1’équation (1) sur la base des polynomes de Legendre.
En une dimension d’espace, dans le cas électrostatique et sans la partie collisionnelle le probleme
considéré peut s’écrire :
of

of
+ ,u\v|% + qE% = 0.

of
ot

Le symbole p représente la composante suivant x du vecteur unitaire colinéaire au vecteur
vitesse. f se décompose sur la base de Legendre selon :

f= aj(t,, |z)) Pi(p), (2)
j=1

avec Pj le 7 polynome de Legendre.

En projetant I'expression obtenue, nous obtenons le systeme linéaire ([2])

Oa da Ja a(|v])

= 0. (3)
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avec :
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Dans cette expression a est un vecteur de taille n, A et B sont des matrices de taille n x n.
En multipliant ’équation (3) par |v|? nous obtenons la formulation conservative suivante :

8a|v2|
ot

8a|112| Oa|v?|

+¢EA
Alv]

+v]A

+ [v|gE(B —2A)a = 0. (4)

Ici, nous remarquons que (B —2A4);; =0 Vj.
Remarque :
Ce modele ne garantit pas la conservation de la positivité de la fonction de distribution. Des

modifications peuvent étre apportées a ce modele afin de préserver la positivité de la fonction
de distribution ([2]).

2.2 Modele M1

Ce systeme est obtenu en intégrant par rapport a la variable d’angle et le systéme reste
cinétique en énergie. Ce systéme est construit en utilisant un principe de minimisation d’entropie.

= |v| nous définissons les trois premiers moments par rapports a Q comme :

Si S5 est la sphere unité, Q= represente la direction de propagation des particules. En posant,

70 = ¢ [ 10,0 110 = ¢ [ 10,0040, 20 =¢ [ F0.020 a0,

Nous n’intégrons pas directement 1’équation (1). Les opérateurs de collisions sont non-
linéaires et leur expressions est complexes.
En physique, il est courant de simplifier les opérateur de collisions en ne considérant que la
contribution de la partie isotrope de la fonction de distribution. Cependant, il a été montré ([3])
que cette simplification ne préserve pas le domaine de réalisibilité. Nous travaillons alors avec
des opérateurs de collisions linéarisés ([4]) :

1 oo s / / 1 / /
Qeelh) = (¢ [ TGO [PCO20:00 = HOZoFO)Pac). o)
avec
J(¢,¢) = mf( & C,3><’2<2. (6)
L’opérateur de collision électron-ion considéré est :
10 9 Of
Quilf) = za g, (=115 ) (7)

Par intégration en angle nous pouvons obtenir le systéme suivant (cf Annexe 11.1) :



Oufo + Vi (C1) + 022 1) = Qo o),
Oufy + Y ¢h) + 02 1) = Ly — 1) = Q) + Qol o),

m m(

ou les opérateurs de collisions Qg et ()1 s’écrivent :

2 €ee
Qo) = 2520, (AT - CBO ),
Qi(fr) = —2?3”‘ f.

Les coefficients A(¢) et B(¢) sont donnés par les expressions suivantes : :

A(¢) = /Ooo mz’n(clg, %)aﬂfo(w)dw,

B(C) = /Ooo mz’n(cl?), L;)w?’aw(f(if‘;))dw.

Le probléme revient alors a la détermination de f5 en fonction de fy et f; pour fermer le
systeme.
Cette construction est basée sur un principe de minimisation d’entropie.

min{ M) [ VCERY, [ o@.0a2= 1O, [ 0@0@=H©O ) ©)
ot #(g) = [z3(g9ln(g) — g)dv représente I'entropie de Boltzmann.

Le principe de minimisation d’entropie appliqué a (4) implique que f s’écrit (méthode des
coefficients de Lagrange) ([5, 6])

f = po(Q)exp(—Q.a1(¢)), (10)

ou p(¢) est un scalaire positif, a est un vecteur ayant trois composantes réelles.
Nous introduisons ici le parametre d’anisotropie qui joue un réle important :

_
a= T (11)

L’implémentation numérique des différents moments donne :

sinh(|ay|) sinh(|a1|)(1 — |ai|coth(|a1|)

= 4rp A =4 12
fO wp |(I]_| ) 7f1 o ‘(11|3 aj ( )

Ces relations sont utilisées pour trouver « :

1 — |aq|coth(|aq])
= 13
En prenant le module de « :
th -1

o] _ lmleoth(lar) =1 "

|a]



Cette relation ne peut pas étre inversée a la main. Cependant une solution numérique peut
étre calculée.
-1 A N

®—), avec x =
2 Al A

Pour des applications concretes le facteur y peut étre tabulé.

1-— 22 th +2
fo = o~ 1d+ " = Zarjcoth(lar) £2 =y

2 a1
Remarque :

Le premier moment fy doit toujours étre positif.

De plus :

[FO] = [(FD] < (A1) = (1f) = (f) = fol(C)-

Les conditions d’admissibilité sont :

0 < fo,
|f1l < fo.
Nous donnons ici la définition du domaine d’admissibilité :

Définition :
Le domaine d’admissibilité est définit par :

A={(fo, f1), 3f >0, (f) = fo, {(fu) = f1}.

Propriété :
Le domaine d’admissibilité peut s’écrire :

A= {(fo, fr), [frl >0, [f1] < fo} U{0;0}.

3 Schéma numérique pour les modeles PN et M1.

Dans cette partie nous introduisons les schémas numériques pour les modeles PN et MI.
Pour ces deux modeles nous verrons tout d’abord la discrétisation de la partie non-collisionelle
(terme d’advection et terme de force).

3.1 Discrétisation utilisée dans le cas du modele PNN.

Nous considérons ’équation de transport scalaire :
ou n ou
—_— a/i
ot Ox

Nous utilisons un schéma décentré de la forme :

= 0.



n n _ n __,n

At Ax Ax

avec at = maz(A4,0) et a= = min(A,0).

Dans le cas vectoriel :

oU  aU
Sr A =0, (16)

Nous pouvons réécrire A :

A=RAL et L =R, A=diag()\).

En multipliant (13) par L et en posant W = LU nous trouvons :

oW oW
IV AW,
ar Ay =0

Sur le méme modele que dans le cas scalaire nous trouvons :

wnrtt —wn wr—wr, wn. —Wn
: Lop At AT
At + Az Az 0

At = diag(\]) = diag(maz(\;,0)), A~ = diag()\; ) = diag(min();,0)).

En multipliant ’équation précédente par R nous trouvons finalement :

urtt —yr ur—ur —uUr
i AJr i—1 A~ H—l 7 —0.
At Ar Az
avec AT = RAT et A= = RA~.
Ce schéma peut étre réécrit en fonction de flux :
rtt—pr Fia— L
1 1 + — O
At Az
Avec F. % = A+U+ + A~ U_ [AUZ + AU — |A|( i+r1 — Us; )]
|A| est défini par |A| = AT — A~.
Dans le cas du modele PN nous avons établi :
¢ 09
FA—— E(B—2A)¢ =
G+ Wl Ge + aBATE + ulaB(B ~ 24)0

avec ¢ = alv?|, ici E est un scalaire (1 dimension) .



Proposition. Schéma numérique utilisé pour le modéle PN.

ntl _pgn  FM, —FM,  FM o —F"
U’L,p 7Ul,p + /L+27p 27p + ’p+2 ’L?p*%

At Az Alv|

+ ‘U’qu(Bi,p - Aivp)(ﬁi,p =0,
avec
" v
F, = |2|[A¢z‘,p + A¢i+1,p - ‘A|(¢i+17p - ¢i,p)]a
" qF
F = 7[A¢i,p + Adit1p — |Al(Giv1p — bip)]-

me

L’indice i représente la i*™° maille sur la grille en espace et lindice p représente la p®™¢

maille sur la grille en vitesse.

3.1.1 Condition de stabilité du schéma pour le modéele PN

Nous étudions le probleme suivant :

8@]1}2| 8@]1}2] da|v?| 9
A EA E(B —-2A =
s+ 1475 gpAT L oo - 24)al
99 3¢ 9¢ 9 _
A EA— E(B-2A

avec ¢ = |a|v?.

Nous utilisons une méthode de projection vectorielle pour la partie collisionnelle. Ainsi nous
ne tenons pas compte de ce terme dans le calcul de la condition de CFL. Par analogie au schéma
Upwind classique nous posons :

At 1
—|v|)\A+|qE|)\A + —|qE|A\p—24At < CFL.
AC ]

Cette condition doit étre vérifiée dans le pire des cas :

At lq|EL
—Cm A FEreo(A ®o(B—-2A)At < CFL.
AmC az0(A) + |q|Er~o( )A§+ i ——=0( JAt < C

Finalement, nous trouvons la condition sur le pas de temps :

Proposition. Condition de CFL pour le schéma PN non-collisionnel :

At < CFL
o Cmaz |q‘EL°° |(]|£?LOo . '
Au o(A) + o(A) AC + o o(B —2A)



3.2 Discrétisation du modele M1

3.2.1 Solveur de Riemann HLL

Définition : A est un cone si et seulement si :

Vie A NfeA X>0. (17)
Proposition : A est un céne convexe.

Nous étudions le probleme de Riemann suivant :

{atU+AaxU=o, —o <z <oo, t>0. 18
Uz,0)=U"x) = (U, =<o0. (19)
Ugr, > 0.

A est une matrice carré de taille m x m.
Nous supposons le systeme strictement hyperbolique, nous classons les valeurs propres réelles :

AL < Ao < oo < A

La structure de la solution du probleme de Riemann dans le plan x —t est tracée sur la figure
suivante. Elle consiste en m ondes émanant de 'origine, une pour chaque valeur de A; ([7]).
Chaque onde i porte un saut de discontinuité en U propageant a la vitesse A;. Naturellement, la
solution a gauche de 'onde A; est simplement la condition initiale Uy, et a droite de 'onde A,
est Ug. Le probleme consiste a trouver la solution dans les régions comprises entres les Aq, ...
Am ondes.

9

\

Structure de la solution du probleme de Riemann pour un systéeme linéaire hyperbolique
m X m a coefficients constants.

Dans le cas du modele M1 la matrice est simplement de taille 2 x 2 nous considérons le
probleme :



oU  OF(U)
— 2
o " ar O (20)

- (5). w0 (3)

La structure de la solution est donnée sur la figure ci-dessous. Nous recherchons I’état U*.

avec

t

A

)\1 U* >\2

v

Structure de la solution du probleme de Riemann pour un systéme linéaire hyperbolique 2 x 2
a coefficients constants.

Pour trouver une expression de U* nous intégrons 1’équation (13) entre " et "' en temps
puis entre by At et brAt en espace. by, et bg représente les vitesses des ondes. Ceci revient a
intégrer (13) sur le domaine ABCD représenté sur la figure suivante :

t
A
)\1 tn+1 )\2
Y52 N\l A e
s v/
3UL Ur |
A s o
tn

Représentation du domaine d’intégration ABCD

L’intégration de (13) sur le domaine ABCD donne :
At(bR - bL)U* = At(bRuR - bLuL) — At[F(uR) - F(UL)] (21)

10



Nous trouvons une expression pour U* :

B 1
-~ br—br
Pour le probleme M1, by, = —1 et bg = 1.

U* [(brur — brur) — (F(ugr) — F(ur))]. (22)

Nous trouvons alors pour le modele M1 :
. 1
U* = 5llur —ur) = (F(ur) = F(ur))]. (23)

Du point de vue numérique nous allons calculer la solution au temps t"*! comme la moyenne
de la solution exacte.

Remarque :
Nous rappelons que A est un convexe ainsi la prise de moyenne nous permet de garder la

solution dans le domaine de réalisibilité. Cette propriété est importante et montre l'intérét du
choix d’un schéma de type HLL pour ce probleme.

.1 1 1 i1
1—35 * =35 Z+§ * Z+§
br Ui—% bR br Uz‘% br
fffffffff X oomfm e
A B
X
L1 Litl

Représentation du domaine d’intégration AB

Nous calculons la solution au temps t"+1 :

1 B
u;‘“ = AB/A pevacte(ntl pydy (24)

En décomposant le calcul sur [z;, 7, 1 | puis sur [z;_ 1 x;] nous pouvons montrer que :

1 IH'% exacte (yn+1 Az
Az /xl U " x)dr = 5 Ui~ AtFH% + At F(U;) (25)

De méme :

11



=N / U pesactet pyge = BT AE L AL (U (26)
Az [, ’ 2 =3
=3
Propriété : Schéma utilisé pour le modéle aux moments M1 :
At
1
U?Jr =uj — E[F”% - Fi—%] (27)
avec :
1
Fipy = 5P (uip1) + Fui) = (wis1 — )] (28)

Le calcul pour le passage a 1'ordre 2 est donné en Annexe (11.2).

3.2.2 Opérateurs de collisions

Pour le modele M1 l'opérateur de collision électron-électron peut s’écrire :

fi

200 O
¢ ¢

3 0¢

(CA(Q)0 (=) = ¢B(Ofi). (29)

L’indice i représente le moment considéré, il est égal a 0 ou 1.

Premiérement, nous avons essayé d’utiliser le schéma décentré suivant :

fz‘n—i_l_fzn _2ae€ 1 2 n 1 fﬁH fzn n n
At 3 A [( i34 (CHQ)MH%( 2, Cf) =Gyt B (G ) [
1 i ’L'n— n n
_(CE—%An(C’L—%)Ac_l <.?2 - fQI) - Cz—%B (Cz—%) i—l):|7

avec AG = Giy1 — G-

Nous verrons sur le cas test d’'une Maxwellienne décentrée que si nous utilisons ce schéma
I’énergie n’est pas conservée. Nous construirons alors un schéma permettant de la conserver.

Condition de CFL pour le schéma décentré.

Le schéma décentré peut s’écrire sous la forme :

= 20 1[5 1 fh, fr . i
e B vel (TS vomrd Vol RCIE LAV
n 1 fln fz‘n—l n n
I R rvos (F- 7))~ 6Bt

12



donc

fn+1

2
20ce 4 [At Sie zA' 2 _ﬁg B ]—i—
3 Jolagag @, agt it

2

20466 n[ At Cz'—i—l it+1 At B At Ci_%AF%
% - i1 1

A AC-+1CZ-2 Ayt tahs Aiy1 AC_%CE

200 At CH L Aigs 5

le[ACZ ACHE fd

Le schéma est linéaire, ainsi le schéma sera stable si les coefficients devant f;', f7'; and f]';
sont positifs (combinaison convexe).
Les coefficients devant f'; et f;' ; sont automatiquement positif car A <0 et B > 0.

Le coefficient devant f;' est positif sous la condition :

2000 At [2< p+2} n Qe A [C

3 A2 2 3 AC 1B, 1+ G 1By 1) =1
CZ
Ici nous remarquons que : min(Cg) — puis :
P
16 At 9 20ce At
ce A) + — B)<1
G o pcaman(CA) + S5 Hmas(CB) <

Nous devons respecter cette condition pour nous assurer de la stabilité du schéma.

Proposition. Condition CFL pour le schéma centré :

1
At <

T e max(C?A) + 33E max(CB)

4 Etude du cas test d’une Maxwellienne décentrée
4.1 Probléme étudié

Le but de cette partie est de tester I'opérateur de collision électron-électron sur un cas test.
Pour les conditions initiales pour la fonction de distribution nous considérons une fonction de
Maxwell non-centrée :

2
fO = exp(—(( - 2) )a
fi=0.
Une fonction de Maxwell non-centrée va évoluer vers une fonction de Maxwell centrée. Cette

évolution est due aux collisions. Nous savons que ’énergie et la masse doivent étre conservées
(nous avons montré que l'opérateur de collisions électron-électron doit conserver la masse et

13



Mass

Pénergie). Ainsi nous pouvons trouver l'expression de la solution exacte finale et la comparer
avec la solution numérique. Nous considérons des flux nuls pour les conditions aux limites.

4.2 Conservation de I’énergie et réécriture du schéma

En utilisant le schéma décentré, I'énegie du plasma n’est pas conservée. Nous pouvons voir
sur la Figure 1 que la masse se conserve mais sur la figure 2 I’énergie augmente. Les unités sont

arbitraires.
162

0.6
1611 | 0.5
- . 04+

>
&D L
160 T ;g; 0.3
0.2+
159+ T -
i | 0.1+

l \ 0

158, 5 10 15 0

Time

5 10
) Time
Evolution de la masse et de I’énergie au cours du temps.

Ici, nous remarquons que nous ne pouvons pas utiliser ce schéma numérique. Nous utilisons
un schéma pour I'opérateur de collision électron-électron qui conserve ’énergie du plasma. La

construction de ce schéma est donnée en Annexe (11.4).

Ainsi, le schéma numérique obtenu peut s’écrire :

2
;H_l - f;; _ 20t |:f I{Cp.;_éAp—i-é _ €p+% p+%:|+
At 3 PF oA 2A¢
2 2
; [_ Cpr14prs By S-3 -3 n o n
P 2A¢2 2A¢ 2AC? 2A¢
¢ LA ¢ 1B

o [t ¢ i),

A 2A¢

Sur les figures suivantes nous donnons 1’évolution de la masse et de 1’énergie en fonction du
temps pour le nouveau schéma utilisé. Nous remarquons que ces quantités restent constantes.

14

15



Mass

2000

1500

1000

500

700

600 [~

500

Energy

400

1 3001

200

Sur la figure suivante, nous tracons la condition initiale, la solution numérique et la solu-
tion exacte. Nous observons que la solution exacte et la solution calculée numériquement sont

confondues.

10
Time

15 0

5

Evolution de la masse et de I’énergie au cours du temps.

Time

Distribution function f
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5 Implicitation des opérateurs de collision et méthode de pro-
jection

5.1 Implicitation des opérateurs de collision

Le schéma numérique développé précédemment est explicite. Dans le but de respecter la
condition de stabilité du schéma numérique nous devons utiliser un petit pas de temps. Cette
condition est tres restrictive. Ainsi nous essayons d’utiliser un schéma implicite. Le schéma ne
peut pas étre completement implicite, les coefficients A et B sont gardés explicites.

Nous utilisons :

2 n n
=1t Z”“[fn+1r%+éA¢+§__(5+§£§+;]+
At 3 p+1 <§+1AC2 2AC
2 n n 2 n n
ft [_<p+é‘4p+é_4p+é o i St R S
: CRAC? 2A¢ NG 2AC

2 n n
an[Cp—;Ap—; + CP%BP%”
YRV 2A¢

Dans ce cas nous devons inverser une matrice tridiagonale. Cette amélioration nous permet
d’utiliser des pas de temps plus grand. Cependant, le schéma avait été construit pour conserver
I’énergie. Avec cette modification nous ne somme plus certain de la conserver. Nous introduisons
alors une méthode de projection dans la partie (5.3).

5.2 Conservation de I’énergie

Le but de cette partie est de trouver une loi de conservation de I’énergie cinétique du plasma
et de I'énergie électromagnétique a partir des équations de Maxwell et de I’équation de Fokker-
Planck.

Nous rappelons tout d’abord la forme des équations de Maxwell dans le vide :

OE 1

el B=——j

5 ¢ V x 60] (30)

vE="2 (31)
€0

0B

- FE=0. 2

En +V x 0 (32)

V.B =0. (33)

Nous rappelons I’équation de Fokker-Planck :

of q of _ 0.
87& + 'Uvzf + E(E +v X B)% - VeeQee + VezQez- (34)
Avec (24) nous pouvons écrire :
&0 8E2 . .
gw — EOCE.V X (CB) = —jE (35)
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De plus (25) nous donne :

eoc? OB? 9
—_— B. E=0.
55 tE’BY x E=0 (36)
La somme des équations (29) et (30) donne finalement :
0. E?
—leo—-+ L S (eB)’] + 20 V,[E x B] + j.E = 0. (37)

2

. 1. muv . . ;. N .
En multipliant (28) par et en intégrant en vitesse, nous pouvons écrire (apres avoir

appliqué la formule de Green et utilisé la définition de j).
o 2 2
8t<mf—>+V <mf—> —jE =0. (38)
La somme des équations (37) et (38) donne une formule de conservation d’énergie.

Propriété :
Le bilan de ’énergie totale peut s’écrire :
2 E2 (CB)2 Q}Z

%[ <mf— > +e o(?+ 5 ) ]+ Vi< mf5v>+ceo(E><cB)]:0. (39)

(c )

Le terme < m f % Gl représente 1’énergie cinétique du plasma, £ 5 * 4B 1 énergie électromagnétique.

Le terme V,. < mf %v > représente le flux d’énergie du plasma et Vx.(E x c¢B) le flux d’énergie
électromagnétique.

Remarque :
Dans le cas cas de condition au limite est de type spéculaire. Nous pouvons écrire <
2

mf%(v.n) >= 0 pour n € €.

Propriété :
Dans le cas de conditions aux limites spéculaires sur 02 et (E x B) = 0 sur 02, l’énergie
totale est un invariant :

2 2 c 2
gt/[<mf>+ oo +(§) J]dS = 0. (40)

Remarque :

L’expression (39) est établie au niveau continu. Cependant elle doit aussi étre vérifiée au
niveau discret. Les schéma numériques utilisés doivent conserver cette propriété. En pratique
il est difficile de la respecter strictement. La méthode introduite dans la partie suivante nous
permet de conserver ’énergie totale.
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5.3 Meéthode de projection

5.3.1 Motivation et positionnement du probléeme

L’objet de cette partie est de mettre en place une méthode numérique permettant de réaliser
le bilan d’énergie introduit dans la partie précédente. Lors de la discrétisation des équations, le
bilan d’énergie doit étre respecté au niveau discret, cependant I’erreur commise par les schémas
numériques utilisés empéche cette conservation.

Le bilan d’énergie a été établi par sommation des équations (37) et (38). L’équation (38)
vient de I'équation (34) apres intégration et application de la formule de Green. Au niveau
discret les intégrations par parties ( formules de Green ) ne sont pas “vraies exactement”. Lors
de la sommation de (37) avec (38) le terme jE de (37) ne se simplifie pas exactement avec
fv ngVv fdv = —jE. En effet, d'un point de vue numérique le terme qEV, f est calculé avec
le schéma HLL. L’erreur commise par le schéma “fausse” la simplification des deux termes par
sommation apres application de la formule de Green.

De plus lors de ’établissement du bilan d’énergie nous avons utilisé le fait que les opérateurs de
collisions conservent 1’énergie : fv Qmm2”2 = (. Cette condition n’est pas strictement réalisée au
niveau discret.

Afin de respecter le bilan d’énergie (39) nous allons imposer “artificiellement” :

v? , v?
Qm?dv =jFE + EqE.VdeU. (41)

5.3.2 Principe de la méthode

Cette approche est basée sur une correction par projection. Nous allons corriger la contribu-
tion du terme qFE.V, fdv et des opérateurs de collisions dans le schéma numérique.
Pour un schéma complétement explicite nous procédons en quatre étapes :

1) Calcul de la contribution du terme V¢ (¢E f) et des opérateurs de collisions :

(qu) 41 _(qu)' _1 )
= e g

2) Correction de ces termes par projection (la méthode de projection est détaillée dans le
paragraphe suivant) :

v, = P(iT,).

3) Nous rajoutons la contribution du terme V,((f).

R (4 IR (¢ N

Tip = Tip — Az

4) Calcul de la nouvelle solution :

n+l _ rn n
ip = fip T AT,
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Nous allons maintenant détailler I’étape 2 de correction par projection. Nous rappelons que
nous souhaitons imposer 1'équation (41).

Le probleme revient a trouver r; ), tel que :

Z Tip = 0,

p
2
> S ripAC = —j.E.
p

La premiere équation vient de I’équation de conservation de la masse, la seconde vient de
I’équation (41).

Le nombre de composantes du vecteur r est py. Nous définissons (z1, z2, .., 2} f), py vecteurs
indépendants. Nous considérons alors les espaces V et W :

V est donné par V' = vect(x1, z2, .., Tp, ).

W est donné par W = vect(z1, 2, ..,xpf) avec

E Tip = 07
p

G .
Z ?xm}AC = —j.E.

p

La dimension de V est py et la dimension de W est py — 2.
Nous définissons Z; € V' un vecteur quelconque de py composantes.

L’inconnue x; € W va étre déterminée par projection orthogonale de Z; sur W. Ainsi :
Nous pouvons écrire :

T; = x; + w, wEWJ'

IANAG

1 3
Nous remarquons que : W+ = Vect< A I )

1) \G,

Ainsi dans le but de trouver x; nous cherchons « et 3 tels que :
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W

Représentation d’un vecteur &; dans ’espace V et de ses composantes x; dans W (plan ou la
masse et I’énergie sont conservées) et w dans W+,

1 P

1 5
=T +al|.|+p

1 ggf

Ainsi en remplagant x; dans le systéme (11) nous trouvons les deux équations suivantes :

fa_'_zgﬁ— sz,pa
Zcpa+ Zcpﬁ = Zcpm,p.

Notre probleme revient alors a la résolution de ce systeme a 2 équations a 2 inconnues. Nous
connaissons la valeur de Z;, ainsi nous trouvons les valeurs de « et 3.

Remarque :

Cette nouvelle approche est particulierement intéressante en terme de temps de calcul. En
effet, cette méthode permet d’utiliser des pas de temps tres large. La solution est corrigée par
projection. En pratique, nous utilisons le schéma introduit dans la partie précédente pour trou-
ver Z;. Nous le corrigeons ensuite par projection.

Voici les expressions des coefficients « et 3 :
1 2 .
a« = — |- )26~ xgh = ) (O &),
1 2 .
8 = g [PIAgI DG+ (2 cﬁ)(%:ri,p)}
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avec det = pf Zp C;l - (Zp Cg)2'

Le calcul de j.E doit étre cohérent avec le choix des schémas numériques pour les équations de
Maxwell. Le schéma numérique retenu pour les équations de Maxwell est décrit dans le chapitre

6 Etude du cas test de deux faisceaux d’électrons

6.1 Etude d’un cas test d’un faisceau d’électrons

Dans le cas d’un simple faisceau d’électron, en prenant en compte seulement les effets
électrostatiques, les équations de Maxwell peuvent se réécrire sous la forme simplifiée :

oL
E ==
dj
ot
La premiere équation est I’équation de Maxwell-Ampere dans le cas électrostatique.
La seconde vient de l'intégration de I’équation de Vlasov. Le probléeme considéré est :
0F _0f  aBOf _
ot or m Ov
De plus, dans le cas de I'étude d’un faisceau d’électrons, le probleme ne dépend pas de la
variable d’espace. Ainsi :

E.

0. (42)

of qEOf

o mov

Ainsi en multipliant cette équation par quv et en intégrant en vitesse nous trouvons la seconde
équation. Une intégration par partie nous donne le résultat final.

0. (43)

Pour ce cas test nous avons a notre dispositions des solutions analytiques.

{ E(t) = —sin(t),
J(t) = cos(t).

A partir des équations de Maxwell un schéma numérique doit étre implémenté. Nous recher-
chons un schéma sous la forme :

En+1 _ En
—Ar —(aj™ + (1 —a)j™),

jnJrl _ jn

At
Nous allons étudier la stabilité du schéma en fonction des valeurs de « et de 8. Le systeme
peut se réécrire sous la forme :

En+1 Em
<jn+1> =A <jn) ) A€ MQ(R)
En considérant les valeur propres de cette matrice nous pouvons caractériser la stabilité du
schéma.

= BE" + (1 - B)E",

L’étude de stabilité peut se résumer par le schéma ci-dessous :
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inconditionnelement‘ instable

| ' inconditionnelement instable

Ly

> i X

0 \ “—
0 1

Représentation du domaine de stabilité du schéma pour le cas d’un simple faisceau.

6.2 Etude d’un cas test de deux faisceaux d’électrons

Dans cette partie nous considérons 'interaction entre deux faisceaux d’électrons.
Ce cas test est particulierement intéressant car il nous permet de vérifier 'implémentation de la
partie advective et les effet des champs électrostatiques.

Dans le cas de deux faisceaux de vitesses vy et v1 la relation de dispersion est donnée par :

1 1
1- — =0
(w—kvg)?2 (w—kv)2 7

avec vg et vy les vitesses des faisceaux.

Cette configuration peut créer le développement d’instabilités électrostatiques. En effet, si
nous cherchons des solutions sous la forme Ae™!T % 1a solution sera instable lorsque wr > 0.
wpr désigne la partie réelle de w et wy sa partie imaginaire de w.

Dans le cas vg = —v; nous pouvons montrer que la solution est stable si kvg > V2. Dans le cas
général la solution ne peut pas étre calculée de maniere explicite. Une implémentation numérique
donne la condition de stabilité.

6.2.1 Modele M1 pour I’étude de I’instabilité double faisceaux

Cas d’une seule population

Ce cas test est particulierement intéressant car il nous confronte a un probleme propre au
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modele M1. En effet, nous considérons deux faisceaux d’électrons propageant a des vitesses op-
posées, la fonction de distribution est bien définie. Cependant, le modele M1 ne considere que
les moments fy et f1. Lors du calcul de f; les deux contributions de deux faisceaux s’annulent
et nous trouvons f; = 0. Le modele voit une configuration isotrope alors qu’elle ne I’est pas. Ce
modele n’est pas approprié pour le probleme considéré.

Cas de deux populations

Pour pallier ce probleme, nous considérons deux populations de particules (une par faisceau)
donc deux fonctions de distribution. Pour un pas de temps donné nous résolvons 1’équation de
Vlasov pour la premiere population, puis pour la deuxiéme de maniere indépendante. Nous cal-
culons ensuite le courant j et le champ électrostatique E en tenant compte des deux fonctions
de distribution (somme des deux fonctions).

Dans le cas d’un double faisceaux les conditions initiales considérées sont les suivantes :
f =0.5[1+ Acos(kxz)M,,(v) + (1 — Acos(kz))M_,,(v)],

avec

ey (—Me(v = va)?
My, (v) = ne(5 7o) exp( g T, )

Nous choisissons T, = 1. Sur les figures suivantes nous représentons la fonction de distribution
en fonction de ’espace et de la vitesse au temps initial et au temps final. Dans cet exemple nous
avons choisit vg = 4 et A = 0.001. Sur la seconde figure nous observons l'intéraction entre les
deux faisceaux.

Fonction de distribution en fonction de I'espace et de la vitesse au temps initial.
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X

Fonction de distribution en fonction de I'espace et de la vitesse au temps final.

Sur la figure suivante nous représentons 1’évolution de 1’énergie électrostatique en fonction
du temps pour le modele M1 et pour le modele cinétique ([8, 9]).

Linear regime (A = 0.001)

_ T T T T T
ol o]
8
U)l B LS RS
E s SRR MI
& -10 - % X kinetic .
— X
HolT L | L | L
Non-linear regime (A = 0.1)
_ T T T T T ]
0 — —]
8
d)l B N
m
%0 -10 Ml _
o . .
-~ — Kkinetic
20 | . | . | .
0 10 20 30

Evolution de I’énergie électrostatique au cours du temps.
Nous remarquons que dans le cas de petites perturbations (A=0.001) le modele M1 et 1'ap-

proche cinétique correspondent parfaitement. Dans le cas de fortes perturbations (A=0.1), le
modele M1 et ’approche cinétique montrent des différences.
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6.2.2 Modele P1 pour I’étude de l’instabilité double faisceaux

Cas d’une seule population.

Pour établir les relations de dispersion nous considérons le modele aux moments classique et
nous introduisons de faibles perturbations. Nous considérons des solutions proches des solutions
stationnaires :

fo(t,z,v) = My(v) + Fo(t, z,v),
filt,z,v) = My(v) + Fi(t, x,v).

Dans le cas du modele P1, ’équation de dispersion pour une seule population est donnée par
I’équation suivante ([10, 11, 12]) :

400 1
Lo [ B+ KGO (x(M)Mo) — h(L = X(M))Mold¢ =0, (49
0
2 Lo
avec (M) =-et f=w —gk ¢,
Dans le cas d’un double faisceaux d’électrons, ’expression de My et de M; est donnée par :

Mo =¢*Y 0(C—G)y Mi=¢D " end(C—Gr)
k k

avec €, = %1 la direction de propagation des électrons.
Dans le cas d'un double faisceau k varie de 1 a 2.

Apres intégration ’équation de dispersion (44) devient :

_ 6wk(3 + 6¢Fw? _ —6wk(3 + 6(3w?

(3w? — k2(2)2 (3w? — k2(2)2 =0. (45)

Cette équation peut étre résolue numériquement. Les racines trouvées sont toutes réelles.
Ainsi le modele P1 dans le cas d’une seule population n’est pas capable de détecter I'instabilité.

Cas de deux populations.
Dans le cas de deux populations 1’équation de dispersion peut se mettre sous la forme ([13]) :

+o0
L+ /0 Z ﬁlk[wangi + kCOc(x (M) Mo;) — k(1 — x(M)) My;]d¢ = 0, (46)

1 1
avec x(M) = 3 et B =w? — §k2§2.

L’indice i varie de 1 a 2. Les valeurs des My; et My; sont les suivantes :
Mo = C36(C— ¢1), Moz =(%0(¢ —G2), Mip=C*5((—G), Mz =—C*6(¢ — G).

Dans ce cas la relation de dispersion (46) se simplifie et nous retrouvons ’équation (45). La
formulation a deux populations pour le modele P1 est équivalente a celle a 1 population. Dans
les deux cas le modele P1 ne peut pas capter 'instabilité.
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7 Schémas Asymptotic-Preserving

8 Application pour le transport énergétique électronique : le cas
test de Batishchev.

Nous étudions la relaxation d’un profil de température localisé. Ce phénomene a été étudié

par Batishchev [24, 25]. Ce probléme correspond au chauffage localisé d’un plasma pendant un
temps court et de I’étude du phénomene de relaxation qui s’en suit.
Les gradients de température importants dus au chauffage localisé induit un transport de chaleur
non-local. Nous considérons ici le régime collisionnel. Ce cas test est particulierement intéressant
car il permet d’étudier le couplage du modele M1 avec le schéma Maxell-Ampere Asymptotic-
Preserving. Nous choisissons la normalisation introduite dans la partie (8.1) pour utiliser un pas
de temps de 'ordre du temps de collisions électron-ion 7¢;. Ainsi le systeme Maxwell-Fokker-
Planck Landeau s’écrit

0 1
Ve (0f) = Vol (B+vB)f) = LCoclf. 1) + Ceilf),
o - (47)
1
Ve i
avec ¢ = ——
Wpe

Initialement les électrons sont représentés par une fonction de distribution Maxwellienne
avec un profil de température Gaussien :

2
x
Te(x,t =0) =T+ Tlexp(—ﬁ). (48)

avec Ty = 1Kev, T7 = 4Kev et D = 8,44 \,;.

Nous choisissons ici des conditions aux limites correspondant & des réflections spéculaires.
L’échelle spatiale varie de —80A¢; & 80A¢;.

La température est donnée par I’expression :

Me

_ a2
= kg Js f(v—u)“dv. (49)

Avec u la vitesse moyenne.Par changement de variable et en utilisant la définition de u et
de v nous pouvons exprimer la température en fonction de fy et de fi :

_ 1 2 o 2
T 7 /< C o = 2uCfi + 2 fo)dC. (50)

De méme le flux de chaleur porté par les particules est donné par :

Me

1= 2n,

/ (v —u)?(vy) fdv. (51)
R3
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Temperature (kev)

Pour le calcul numérique du flux de chaleur nous devons I’exprimer en fonction des moments
fo et fi de f. En utilisant la définition de n., de u et par changement de variable :

0= 5 ( [ )] [ ncac—ou [ ot [ enfac

(52)

La figure suivante montre ’évolution du profil de température et du champ électrique jusqu’a
307e;. A t = 27,; nous observons que le profil de température commence & relaxer vers une
température plus froide. Le schéma numérique traduit le bon comportement du phénomene de

relaxation du point chaud.

Représentation de la Température en fonction de 1’espace

5 \
L — Etat initial |
—t=2
— t=107
A4* — t=301 N
>
5
2 L |
g
53r .
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=9
gt |
5]
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27 —
1 | | |
-50 0 50

x/A

300

250

200

[El (kV/cm)
S @
S =)

9]
S

Représentation de |El en fonction de I’espace
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— =301 b

|
-50 0 50
x/ A

Nous comparé nos résultats de simulation avec un un code de calcul pour le modele PN
([26]). Notre code M1-AP est représenté en vert et le modele PN est en rouge.

Représentation de la température en fonction de I’espace

— cinetique t=2 7
— MI_AP t=2 1
--- cinetique t=30 T
--- M1-AP =301

[El (kV/cm)

27

Représentation de |El en fonction de 1’espace
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200+
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flux de chaleur Q ( 102 erg/s/cm?)

Representation du flux de chaleur en fonction de I’espace

— Cinetique t=2 T | |
MI-AP =2 1
--- Cinetique t=30 T
B MI-AP =307
\\ ------ |
\ \ \
-50 0 50
x/ A
Remarque :

flux de chaleur Q (102 erg/s/cm?)

0,2

0.1

Representation du flux de chaleur en fonction de I’espace

L --- Cinetique t=30 7 [

AN MI1-AP =30 7

\
-50 0 50

Ici le parametre o qui représente le rapport entre la fréquence de collisions électrons-ions et la
fréquence plasma électronique vaut 4.10~%. Afin de nous affranchir d’une contrainte sévere sur
le pas de temps nous avons utilisé un schéma Asymptotic-Preserving. Sous les mémes conditions
de CFL, le calcul explose des les premiers pas de temps avec le schéma classique.

Remarque :

Le schéma Asymptotic-Preserving est stable méme dans le cas ou a = 0. Les profils de température
et du champ électrostatique en fonction de ’espace pour o = 0 sont donnés en Annexe (11.6).

Remarque :

Les résultats ont été comparés avec ceux d'un code de calcul pour le modele PN ([26]). Les
résultats trouvés montrent des différences. Notre schéma M1-AP diffuse plus. Il est intéressant
de noter que notre code de calcul est tres rapide. La simulation effectuée par le code cinétique a
nécessité 'utilisation de cinquante processeurs pendant plusieurs jours alors que le code M1 n’a
besoin que de quelques minutes avec un seul processeur.

9 Cas de deux dimensions d’espace avec champ magnétique.

9.1 Systeme d’équation du modele M1

Dans le cas d’un champ électrique E sous la forme FE,

E = (EI(t7x7y)a Ey(t,J?, y)a 0) )

et d’'un champ magnétique B sous la forme

B = (0,0, B,(t,z,y))).

le systéeme d’équation du modele M1 peut se mettre sous la forme :
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Ofo + 0u(Cfis) +0y(Chry) + L0 1B + fryBy) = Qo).

q
atfl,ac + ar(<f2,xx) + 8y(§f2,my) + mig(caﬁ(fQ,sz:v + f2,xyEy)
- fOEm - Cfl,sz + fQ,IxEx + f2,xyEy)
2aeifl,:c
= — C3 s
q
8tf1,y + az(Cf2,a:y) + ay(CfQ,yy) + mic(caﬁ(fQ,myEz + f2,nyy)
- fOEy + Cfl,sz + fQ,IyEm + f2,nyy)
- 2O‘eifl,y
= — C3 ,
2 _ ]z
ath — C ayBZ = -,
€0
OE, + c20,B,=-2,
€0

OB, + 0.E,—0,E, =0,

ou nous utilisons les indices x, y, zx, xy et yy pour les différentes composantes des vecteurs fi,
j et du tenseur fo.

Les équations du modele M1 s’écrivent sous la forme vectorielle,

U + 0, F(U) + 0,G(U) + %aC(ExF(U) + E,G(U)) =0 (53)

fO flz fly
U= fla: ’ F(U) = f2x:p y G(U) = f2my . (54)
fly f2xy f2yy

avec
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9.2 Normalisation par les quantités associées au laser.

Nous travaillons avec une forme adimentionnée des équations Vlasov-Maxwell. Nous utilisons
ici la fréquence laser wjgser, la longuer d’onde laser Ajqser €t la vitesse de la lumiere c.

27 2me
Wigser = =——— = ) (55)
e Tlaser )\laser
Ces parametres nous permettent de normaliser le temps, 1'espace et la vitesse :
- N T .0
t = wigsert, T = , U= Zth, (56)
C/wlaser c

De la méme maniere nous normalisons le champ électrique, le champ magnétique, la fonction
de distribution et le courant :

- E - B - 3 -
E:€77 B2677 f:fc’ J: ] * (57)
Me CWigser Me Wigser e €NccC
Avec n. la densité critique.
Nous trouvons alors le systeme adimentionné suivant :
r 8f
Ve (0f) ~ Vo (B +0B)f) =0,
OF .
E—V:{:XB:_L (58)
0B
E + Vx x E = O,
Ve E=(1—-n),
VeB=0

9.3 Schémas numériques pour le modele M1 en 2D avec champ magnétique

En généralisant la construction du schéma HLL nous construisons le schéma numérique
suivant,

Un+1 Un. 1 r C g
:.J,P %,J,P n n n un
—xr T ag 1T Wi Uk ((f)) — FWUL 1 Ui (5)
1 [ n n 0 n 0
+ 3g 17 Wi Uilirp (Cp>) = FU -1 Ul (C >

L leqgm q (B n n 4 (B
+ IC _‘F(Ui,j,;ﬂ Ui,j,p—l-l? E (En>) - ‘F(Ui,,p 1 U,],pa - (E;L) )]

ot F(U,V,N) =

(Sl

Vo (F) + FV)) + Ny (GU) + G ) = INNI(V = 0).
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10 Schémas numériques pour les équations de Maxwell.

10.1 Conservation de I’énergie au niveau discret.

Les schémas numériques utilisés pour les équations de Maxwell sont les suivant,

-~

+1
E;lz - Eg,i Jz,i
At g0
+1 +1 +1 ,
E;z — By _ f [BZH-I — BZi_l Bliv1 — B?,i—l} _ &
At 2 2Azx 2Ax g’
1 1 1
B?T - BZ, _ 1 [EZ,TH - E;L,;r—l n By — Eg,i—1]
At 2 2Ax 2Ax '

(59)
(60)

(61)

Ce choix de schéma numérique pour ces équation est fondamental. I1 permet de respecter le
bilan de conservation d’énergie au niveau discret. L’importance du respect de ce bilan au niveau

discret & été mis en évidence ([27]).

. , . ENTI4ED, . E}T'+ED
En glulhphant I'équation (67) par —=5—=*, I"équation (68) par —%+5—2*
Bl4Bn

par % puis en sommant les trois équations obtenues nous pouvons écrire :

21 et I’équation (69)

n—i—% n—&-%
€ € i1 - +1
B+ (B + (B2 | = 2 |(BR)? + (Bp)? + (eBL)?| + eoc? | ==L BT 4
n-‘,—% n—i—%
Eyis1— vil pnt3] _ _n gt
ANz O B
Enfin nous pouvons mettre ce schéma sous la forme conservative suivante :
+2 n+i
F''2 —F"2 : ]
1 Ent1N2 4 (pntly2 Bnly2 1 EM V2 4 (B )2 B )2 o it3 i-3 ] _ i
§<x,i)+(y,i)+(c ) _§<x,i>+(y7i)+(c 27| e N I
ntl  pal ntl pal
avec F”*% — B"+% ”+% N Z7i+21Ey,i+21 + Bzvi ZEW' ’
i+: T Tritdi Tyl 4

Le premier schéma est classique, nous ’avons utilisé dans les parties précédentes. Pour cal-
culer Ey et Bz nous allons résoudre un systéme linéaire AX = F'. En choisissant des conditions
aux limites de Dirichlet (en imposant les valeurs de Ey et Bz aux bords) la matrice A peut se

mettre sous la forme suivante :
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1 0 0 A 0O 0 0 0 0 0 O
0 1 A 0 0 O 0 0 0 0 0 O
0 =X 1 0O 0 X 0 0 0 0O 0 O
-2 0 0 1 X0 0 0 0 0 0 O
0 0 0O —X 1 0 0 0 0 0 0 O
0 0O —-X 0 01 0 0 0 0 0 O
A= : : R : : : :
0 0 0 0O 0 0 . 1 0 0 A 0O
0 0 0 0O 0 0 . 0 1 A 0O 0 O
0 0 0 0O 0 0 . 0 —-Xx 1 0 0 X
0 0 0 0O 0 0 . =X 0 0 1 X0
0 0 0 0O 0 0 . 0 0 0 —-X 1 0
0 0 0 0O 0 0 . 0 0O =X 0 01
olt A = L.
Les vecteurs X et F' sont égaux a
Ept! ¢*(Bz,) — BL,) i Ey By
Bzt By, — By, 0 BZa Byt
EH A(BL, — BL) g E}, 0
BZ—H E;:a - E;l At 0 BZQ 0
X = : F=-\ : - : + : +A
E{];,ll 62(B?N - Bngz) ’ jZ}N_l E;L,Nfl 0
B?:/_L E;N B E;JZN72 0 B?,N—l 0 )
E;Lszrl C2(B?N+1 o B?N—l) j;N E;,N _BZ}LVH
B?:r-l E;}NH B E'Z}N—l 0 B?,N _Eg,—;/l—&-l

N n+1 n+1 n+1 n+1 , o s .
ou B ", Ey,o , B S N+1 €t Ey’ N1 représentent les conditions aux limites imposées au bord.

Un solveur tridiagonal par bloc est utilisé pour résoudre ce systeme.
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11 Interaction laser-plasma.

Dans cette partie nous étudions 'interaction laser-plasma dans le cas non-collisionnel. L’onde
laser pénetre dans le plasma seulement si la densité électronique n’excede pas la densité critique.
La densité critique est donnée par :

comedn?c?
€ " ANaser
2mce ) , .
avec Agser = représente la longueur d’onde du laser et wjyser la pulsation laser. En
Wiaser

physique des plasmas la densité critique vaut

1.1.10%

- 63
N (urr?) (63)

ne(em™?)

/llaser
-

PLASMA

(density n)

VACUUM

Xmin Xm Xmax

Apres vérification de la bonne vitesse de propagation dans le vide et que I'interface vide-
plasma est bien décrite nous étudions 'interaction laser-plasma.

Si Wigser est plus grande que wy,, I'onde laser va pénétrer dans le plasma. Cependant si wigser
est supérieur a wy. I'onde devient évanescente et pénetre seulement peu profondément (épaisseur

w
de peau). L’épaisseur est de I'ordre de grandeur de —<.
c

Pour ce cas test nous choisissons une boite divisé en deux partie. La premiere est vide, la
deuxiéme est un plasma de densité n.. L’interface se situe au milieu de la boite. Nous allons
étudions l'interaction laser-plasma pour différentes valeurs n., depuis un plasma sous-critique
jusqu’a un plasma sur-critique. Le domaine spatiale L = [0;10\;qser] est discrétisé avec 2000
points. La grille en énergie [0;0.5¢] est décrite avec 30 points. A Iinstant initial les champs
électriques et magnétiques sont nuls. Les conditions aux limites sont de la forme suivante :

Dans la maille fictive 0 nous imposons :
E.(0)=0
Ey(O) = Eosin(wlaseTt)
B.(0) = E,(0)

Les amplitudes des champs électriques et magnétiques sont choisis tels que :
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Ey

Ey

0,02

0,01

Ey = By = 0.01

L’intensité laser est I = 10°W/em?, la longueur d’onde laser vaut Ajgser = 0.35.107%m.
Lorsque le laser pénetre dans un plasma sous-critique, ’amplitude augmente car 'indice de

n
réflexion N = , /1 — —< est plus petit que 1. Pour des régimes linéaires 'amplitude dans le
(&

plasma et la longueurs d’onde valent :

E = foﬁ et )\laser = N-)\laser

Lorsque la densité du plasma est proche de la densité critique ces relations ne sont pas
valables.

Sur les figures suivantes nous représentons ’évolution du champ transverse Ey en fonction
de lespace pour différents temps. L’interface est placée en z = 157 ¢/wigser (2 = 15Njgser). La
densité du plasma est n, = 2n, (plasma sur-critique). Nous remarquons bien que le laser ne
pénetre pas dans le plasma, il y a évanescence de ’onde. Nous remarquons aussi que ’onde est
en grande partie réfléchie.

t=20/ ® t=40/

0,02

0,01

20,01 20,01 y
0,025 10 20 30 40 50 60 70 0,025 10 20 30 40 50 60 70
xc/ ® xc/ ®
t=50/ o t=60/ ®
0,02 0,02
0,01 [\ /\ 0,01 /
0 o Z 0 , o
20,01 \/ \} U 20,01 \/
0,025 10 20 30 40 50 60 70 0020 ""20 30 40 50 60 70
xc/ ® xc/ ®
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Sur la figure suivante nous avons représenté le champ transverse Ey en fonction de ’espace
pour un plasma sous critique n, = 0.5n.. Comme attendu ’amplitude de I’onde laser augmente.

t=190/ ®

0,02

0,01 o A

ﬂ MI\[

. I\}

o T

0,025 50 100 150 200
xc/ ®

Représentation de Ey en fonction de 'espace pour n. = 0.5n..

Calcul d’absorption
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12 Conclusion

Nous avons détaillé la construction et I'implémentation des modeles PN et M1. L’étude des

schémas numériques nous a conduit a I'implicitation des termes de forces et des opérateurs de
collisions. Une méthode de projection a été développée puis implémentée afin de conserver le
bilan d’énergie totale.
Le couplage du modele M1 avec les équations de Maxwell a été pris en compte. Le cas test de
Batishchev montre I'impossibilité d’utiliser un schéma classique pour 1’étude de la limite quasi-
neutre. En effet, les contraintes nécessaires a I'implémentation du schéma sont tres séveres et
occasionnent un temps de calcul exorbitant. Nous avons proposé un schéma de type Asymptotic-
Preserving afin de s’affranchir de ces contraintes.

[’étude des résultats fournis par le schéma M1-AP doit étre poursuivie. Les résultats obtenus
vont étres comparés a ceux d’autres codes de calcul. Cependant les premiers résultats sont
prometteurs et la rapidité du temps de calcul est un atout de ce schéma.

Prochainement, il sera intéressant de rajouter le champ magnétique dans le code. De plus, la
généralisation a une dimension d’espace supplémentaire pourra étre envisagée.

Enfin, les échelles de temps considérées lors de cette étude permettent de négliger le mouvement
des ions du fait de leur inertie importante. Afin de s’affranchir de cette hypothése, le mouvement
des ions pourra étre considéré.
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13 Annexes

13.1 Dérivation du modele M1
13.1.1 Dérivation des équations pour fj et f;

Dans cette section nous allons prouver que sans collision la fermeture peut s’écrire sous la
forme :

Ofo + Vo (v(Q)f1) + Oc(qE - f1) =0, (64)

Ofi + Vo (O ) + 0c(af2E) % (foE+v(Q)fh AB— f,E)=0. (65)

La démonstration est faite dans le cas général relativiste. Nous posons ¢ = |p| = m|v(p)|y(|p|) =
mv(¢)v(¢), et nous considérons ¢ une fonction test,

0 = [ @S £ 00) Vaf 0 (B 0) 1 B) - Vof) oG

= [ @r 00D eQo— [ Vyel0)- @+ 0(e) A B) F

pER3

/OOO Oy <C2 /S2 fdﬂ) p(¢)d¢ + /OOo \ZE <v(g)g2 /52 QfdQ) o(C)d¢

— [ O @B+ o) A B) dp, as p= (0 and dp = CFdCas
pER3

N /Ooo (Ocfo + Ve - (v(Q) f1)) p(Q)dC — OO (¢Ef)dp, as p- (v(p) AB) =0,

pER3

= [T @+ Vo w0 el - [T 0 (¢ [ agan)ac
0 0 Sa
= [T @ Ve RN PO+ [0 1) el
= [T O Ve Q1)+ 0 (0B - 1) )
ceci est vrai pour toutes fonctions tests ¢, ainsi nous trouvons la premiere équation.

Maintenant si nous considérons le cas du vecteur fi, nous avons besoin d’exprimer V,(2,
P 1 1 1 1 1
vV = V()—I—V\p!@p—[— —p | ®p,
8 "Nlel) Il 2" pl~ [pI* \p]

= ml‘i,,(lp\QI—péép))—é(I—Q@Q)), (66)

ou I est la matrice identité. Maintenant nous pouvons considérer la preuve de la seconde
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équation.
0 = /eﬂ@ (Orf +v(p) - Vaf + q(E +v(p) A B) -V, f) Qp(¢)dp,
_ /ﬂgaf+wm.vﬁﬂw@mp_ V0(0) - (4 (E + (o) A B) ) dp

pER3

e(O)VpQ (g (E +v(p) A B) f)dp, from (?77),

m
8%
w

o <c2 /S 2 Qd@) Q)¢ + /0 v, <v(C)C2 /S 0@ Qfdﬂ> Q)¢

O (0 (B +0(p) 7 B) F) / | és@(()q (E -+ v(p) A B) fdp
€R3 pER3

| 2P0R@ R a(B +0(p) A B) ) dp, from (60)

(Ocf1 + Va - (v(Q) f2)) p(C)dC — ¢ (O (aEf) Qdp

pER3

8m

3

o(0) (8 /S FAQE + 0(C)¢? /S Qfd0 A B) dc

8

DN N R

©(¢) (CZ/S Q@QfdQE) d¢, because Q@ Q (v A B) =0,

8

o

(Orfi + Vo - (0(O) f2)) @(C)dC — /0 ' (C) (<2 /S 0 Qfd9> Ed¢

3

LoQ) (o B+ 0N AB)dC + /0 Lo(0) (o ) dc.
Oufs+ V- (0(O) f2)) @) + /0 " O (ahE) p(C)de

3

8

8
NS

o) (fo E+0(O)fy A B dC + /0 h L0(0) (2 B .

_th+MOﬁAB—hEO>ﬂO%7

S— S — S — S — o — o T o o —

DSy + Vs (0O f2) +q (8< (1)

qui est vérifié pour toutes fonctions tests ¢, ainsi la seconde équation est établie.
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13.1.2 Prises aux moments pour les opérateurs de collisions C,. et C,;.
Nous commencons par considérer 'opérateur de collision électron-ion C¢; qui est le plus sim-
ple a traiter.

Prises aux moments pour 1’opérateur de collisions électron-ion.

Pour établir la fermeture nous considérons seulement le cas homogene avec 'opérateur de
collisions Cy;,

[v]2T —v®wv

8tf = Cez[f] = e Vy |U‘3

vvf(v) = e Vy - [S(v)vvf(v)] ) (67)

ot nous posons S(v) tel que,

WPl —v®v 1
Sy =2 Zver _ 2
W="pF  =¢

L’opérateur S(v) représente la projection sur le plan orthogonal au vecteur v et nous avons
S(v)v = 0.

I-Q®Q)- (68)

Maintenant si nous voulons considérer 'influence de l'opérateur C¢; sur 1’équation sur fy
nous posons ¢ = |v| et en définissant ¢ une fonction test,

0 = [ @f ~au¥. SV elc)de,
vER3
_ 2 s . v v
= [Ta(e [ i) Qs [ Viel0) 156V
— / @hwoa+aa/ JOL - [S),f] dv,
veER

0

v
3 ¢
= / O fop(C)dC + aei/ ©'(€) [S(v)z] -Vyfdv, qui S(v) est symétrique,
0 v

€R3
o
= [ asel0dc, as Sty =0,
0
qui est vérifiée quelque soit la fonction test ¢, ainsi,
8th = 07

et opérateur Cg; n’a pas d’influence sur I’équation de fy. Maintenant nous considérons 'influence
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de l'opérateur C¢; sur I’équation de fi,
0 = [ O~ 0u [S@Va) e,
veERS
- [T (42 / Qfdﬂ> PO +au [ Vapl0)- (SIS 0o
0 So veERS
+oaa [ HOVRISOT.Ade,
veER3

= [T aneldc o [ HOF ST
0 veER3
+ e /€R3 go(()éS(v) [S(v)Vyf]dv, from (66),

= [Tonec-an [ w0 (E50) san

1
comme S(v) est symétrique , S(v)S(v) = ES(’U) et S(v)v =0,

= /00 O fro(¢)d¢ — aei/ KE)VU [¢3T — v @ v fdv, as S(v)v =0,
0 ver? G

= / O fro(C)d¢ + aei/ #(C) 2ufdv, as V,, - HUIQI —v®v] = —2v,
0 v

€R3 C4
o o0 2
_ / 0, f10(C)dC + s / 2 < 2 / 0 fdw) o(Q)dC, as dv = C2dCde,
0 0 C So
o 20e;
= / <3tf1 + 3f1> e()dc,
0 ¢
qui est vérifié pour toutes fonctions tests ¢, ainsi,

2046@'

Ocf1 = —?fl,

Ceci donne l'opérateur Q1. L’opérateur de collisions électron-ion n’est utile que pour le com-
portement de fi, pas pour celui de fj.

Prises aux moments pour 1’opérateur de collision électron-électron.

Pour établir cette fermeture nous considérons seulement le cas homogene avec 'opérateur

Cee,
atf = Cee[fa f] = aeevv : S(u) [f(vl)vvf(v) - f(v)vv’f(vl)] dU,, (69)

v’ €R3
ou S(u) est donné par (68) et u = v" — v. Le moment de cet opérateur est plutot compliqué,
nous supposons que la contribution principale de cet opérateur vient de la partie isotrope de f.
Dans le reste de cette section nous supposons que f = f(Jv|) = f(¢) est isotrope. Ceci est une
hypothese classique en physique des plasmas.

Nous introduisons la notation I'(v) :
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Le terme I'(v) vérifie Cee[f, f] = @eeVy - I'(v). De plus si f est isotrope comme nous I’avons
supposé , I'(v)v est isotrope. En fait dans ce cas I'(v)v = g(|v|) ne dépend pas de la direction
du vecteur v. En posant ¢ = |v| et en notant ¢ une fonction test alors,

0 = / (Orf — eV - T(v)) o(C)dv,
vER3
_ / S ()l + e / V,u0(¢) - T(v)do,
vER3 vER3

- /O Yo <c2 /S 2 fdﬂ> P(C)C + aee /0 ” (0 /S ) v,

= /OO O fop(Q)dC + aee /OO 1gp'(C)47rF(v) -v¢2d¢, as T'(v) - v is isotropic,
0 o ¢
= [ O = dmae (€T0) - o) pl)dc

ce qui implique

O¢fo = 4Amaee: (CT'(v) - v) . (70)

Maintenant pour traiter I'(v) - v, nous introduisons la notation ¢’ = |v/|, v' = ('Y, et nous
considérons tous les termes en I'(v),

(%

Cacf(C)—f(C)Q'acff(C') asy¢?d¢’,  (11)

W)V f(v) = f)Vu f(0)] dv" = | £()

et

_ YO - (v =) @ (v - Q)
S(u) - (v _ Q/C/)?, ’
_ (@420 QN - (0@v+ PR - (X Rv+ve D)) (72)
(¢34 ¢ =20 - )2

Or I'(v) - v implique de considérer le produit matrice vecteur S(u)v de (72) nous pouvons
obtenir,

Suyy = (€% +¢% =20 - Qv — (v + Q' U)Q;— A — (9 vpv).
(¢2+¢2 —2¢' - )3
(€% = v - v — (¢*(Q - v) — (N
(C2 42 =20 - Q)2

Pour terminer le calcul de I'(v) - v nous savons besoin de connaitre le produit scalaire,
A, = S(u)v-v et Ay = S(u)v - Q. Nous introduisons u le cosinus de I'angle entre le vecteur
vector € et v, tel que Q' - v = (u, et nous obtenons,
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(¢ — v - ) + (2 — (- 0) (2 - w)
(¢24 ¢ — 20" - )3
(¢ = Cu)C2 + (¢ — <)
(C2+ ¢ = 2(C'p)>
¢3¢ (1 - 1)
(C2+ (2 —20¢'p)?
Ao = Sy = S )+ (E - (S )
(C2 4 ¢ — 2" - )3
¢'(¢" = Cu)Cp+ ¢ — ')
(C2+ (2 —2(¢'p)?
(1—p?)
(€2 + ¢ — 20C'p)2

Le calcul du terme I'(v) - v peut étre terminé,

rwow = [ €R35<u> £Vl () = F0) Vo f(0)] o/ v,

A, = Supw-v=

Y

= / "Wof(w) = f()Vy f(v')] dv', par symétrie de S(u),

'cR3

- /0 /Q . [ <agf(c) f(C)Q’(‘?cf(C’)] deY¢dc’, de (71),

- / OO/ [ 8<f -/ <<>8<ff(<’)AQ/] sy ¢2dc’,
0 =

_ +1 CQC/Q /1a 9 N 2xd /Qd,
= [T e ORI O s )] 2,

de (73), (74) et dQ' = 2wdp. Or, comme le calcul de I'intégrale en p donne,

/+1 <2</2(1 _ :U’Z) d'u _ %lnf <1 1)
(@R 3 NGRS
Nous pouvons réécrire I'(v) - v sous la forme suivante,
> 8 ! ! 1 ! !
o= [Tt (G ) 467 12050 - 1O G0 @] ¢ac (7

Dans ce cas, comme nous avons supposé f isotrope, nous avons fo(¢) = ¢? [ s,/ (¢) dQ =

47¢2 f(¢), nous pouvons conclure de (70) et (75) que,

L ety (4) 2 (48] )
o (2w
- C</0 mf(cl?*’c'?’) o < e )dc ]

= ey (42 ()0 ( ()) <<>fo(<>>

- 26;66 o <A(¢)aC fo(€) — <g3(c) + 2AC(O) fo(<)> :
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Nous trouvons 'opérateur de collision utilsé pour I’équation de fjy. Le calcul du modele complet
utilisé est plus compliqué. Nous ne pouvons pas simplement nous restreindre a la partie isotrope

de f [2].

13.2 Passage a ’ordre deux en espace pour le modele M1.

Lors de la construction du modele M1 nous avons montré les conditions suivantes (admissi-
bilité des solutions) :

0 < fo. J1+ fo=>0.

< (76)
Ifil < fo. fo—fi=>0.

Pour I’ordre 1 nous avons considéré des valeurs constantes sur chacune des mailles. Dorénavant
nous allons considérer des approximations affines, comme définies sur le schéma suivant :

Njot

Représentation des solutions linéaires par mailles et des états extrapolés.

On a sur chaque maille i :
ui(x) = u; + 0i(x — x;)
Ainsi, nous pouvons définir I'état extraplolé a gauche de l'interface x; 1.
2

u;(mH%) =u; + Ui(xz#% — ;)
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De méme on a I’état extrapolé a droite :
U, (33 1) = U;j—1 + 0;— (x 1 — Tj— )
7 Z+2 1—1 1—1 ’L+2 1—1

Ces nouvelles valeurs sont utilisées dans le solveur de Riemann HLL pour calculer les valeurs de
flux.

Il faut donc calculer les o; .
On raisonne avec des limiteurs de pentes :

Uipl — U Uj — Ui—l)

o; = minmod( e Ap

avec minmod(a, b) = %(sg(a) + sg(b))min(\a|, 1))

Si a et b sont de signes contraires, alors minmod (a, b) = 0 (nous sommes sur un maximum
local ou un minimum local).
Les nouvelles valeurs de flux calculées nous permettent de passer a I'ordre 2 en espace.

Si nous choisissons ces expressions pour les pentes, nous ne somme pas sur que les solutions
restent admissibles.

Nous pouvons remarquer que la fonction minmod conserve la positivité des états extrapolés.

Nous introduisons U et W :

([ fo O+
U‘(ﬁ) W‘<f°—f1>

Nous avons aussi : W = LU avec L = (1 _11>
Ainsi :

De u; € A nous déduisons : W; > 0.
Puis par conservation de la positivité des états extrapolés par la fonction minmod : VV;F/ >0

Enfin : U;r/f € A.

Nous définissons U:—/ & partir de W;r/ ~ en choisissant : U/~ = RW*/~. De cette maniére
nous assurons ’admissibilité des solutions.
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13.3 Implicitation du terme devant le champ électrostatique pour le modele
M1.

OFf:
Le but de cette partie et d’impliciter le terme E a—ﬁ qui apparait pour le modele M1. Cette

amélioration va permettre d’alléger la condition de CFL et de pouvoir utiliser des pas de temps
plus grand.

Nous notons : f; , = <§O,Z,p>
Li,p

Le schéma utilisé pour le modele M1 peut s’écrire :

n n n+1 7’L+1
fn+1 9¢+%,p - gi_;p hz+2,p h —%p n+1
A e T ac e =0 "

avec 1

Wit = S laBFU + BT U — BN — ). ™
et :
Fo={ ) @ s=(_aE,; - @0

x(%)fo —T(fo_fQ)

Nous posons 6 f; , = an i

Ainsi nous pouvons linéariser I’expression de h?_:rllp (développement de Taylor a l'ordre 1) :
3

1 ah?+ D 8h?+ D
Rt = h" 226 f; —2 6 it 1
z+2,p @+%,p + 6fl,p f,p afl,er f,p+1 (8 )
De méme pour le terme source S{f;r L.
oS!
Sirjljrl Sn (9f » 0 fip- (82)

On calcule A la matrice jacobienne de F et B la matrice jacobienne de S :

1
A= <x<ji;> e x’(j%)) | (%)
0 0
P2 L) - B o
Ainsi nous pouvons réécrire h"_:rzly
h?:;p hZF » T %[qu-A(fi,p) + qEilld]ofip + %[qu-A(fi,erl) — |qEi|Id]éfipr1.  (85)
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1

2
met alors sous la forme finale :

Bi,
AL Bi”’) Ofint A

1

En posant A;, = - [quA(fi’p) + \qu\Id] et Bip= - [quA<fi,p+1) - \qu\Id] le schéma se
Id Aip-1

(5 AL fivt =

" —gr h" —h"
S fip-1 = Jivgp " Jicgw  Tingo
= _
N Ax
Le schéma obtenu est plus complexe que dans le cas explicite. Ici nous pouvons écrire le

i—%,p g
AC i,p
tridiagonal par bloc pour inverser ce nouveaux probléme.

schéma sous la forme d’un systeme tridiagonal par bloc. En pratique nous utilisons un solveur

électron-électron qui conserve ’énergie.

13.4 Schéma numérique pour ’'opérateur de collision électron-électron.
L’équation considérée est :

L’objet de cette partie est d’établir un schéma numérique pour l'opérateur de collisions

dfo _ 20 0 9 fo
Nous cherchons un schéma de la forme :

@)—éBKNw-

8fO,p _ 20tce Gp+% - Gp*%
ot 3 AC
C2
e 1 , , p+1 f f
L’indice p représente le numéro de cellule, de plus Gp+; = AC ol [(?) = (C—2> } -
2 2 pt p
f P + f p+1
Cp-&-%BIH—% 2 .
La conservation est directement assurée :
ﬁfah*Acz
ot
p=1

pr+§ -G
est vérifiée si :

NG

=0.

Ici nous allons établir un schéma numérique qui conserve I’énergie du plasma. Cette propriété
pf

Z 8f0,p

2
AC=0.
5 G AC
p=1
Ainsi en multipliant par Cg puis en sommant sur ¢, :

pf

Z afO,p

2% pf

2 _ 40k B 2
i GAag== §1j(Gp+é Gp_%)gp.
b= b=
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Ici nous pouvons remarquer que nous pouvons réécrire Zzil Gp 41 Cg.
2

En effet :
j2i pf-1
2 _ 2
ZGer%Cp - Z Gp’—l—%cp’—l-l'
p=1 p'=0
En utilisant pr+% =0 et (1 =0:
pf pf—1
fop .o 20cce 2 2 2 2
Z ot Cp A= 3 Z <CP - C1!>+1)G10+5 + prJr%Cpf - G%CI’
p=1 p=1
2a Pl
ee 2 2
T3 Z (Cp _Cp-i-l)Gp—F%
p=1
Ici nous remarquons : ¢ — 21 = (¢ = Gpy1) (¢ + (pr1) = —2Cp+%AC.
pf pf-1
8fO,p 2 4doee
Z ot Cp BC =~ 3 A¢ Z Cp-&-%GP—F%’
p=1 p=1
-1
doce , X Aottt / ot frnn

R AC;CP+5[§+§ A¢ [(?)p-i-li(?)p} TPt T

»f pf
s Foi g5l O
- - . ;

- me<<31 L

I CS
p+3 Cp'+3

)it (12), font)
pf pf

_ _40;8 ACZ Z mzn<C3,17 %) 2—&-% 5’4‘% [Z: AlC (fg—H B g%))

— _ 1 1 1
p=1p'=1 pt+5 p'ts3 P+

fp+§1<fp'+1 f;’;)]’

\Cn, @

Nous conservons bien I’énergie. Nous avons utilisé fp 1= %( fp + fp+1) et la discrétisation
suivante pour A et B :

pf 1 1
_ ; 2
Ap-i—% - § :mm(cS NG 1) p’-i—%fp’—iréAC’
p'=1 pt3 Pt3
pf §3 /
. 1 1 v+t (fp1 S
B 1= mzn( , ) 2( P ——p>AC.
p+3 Z <3 3 AC 5/+1 Cp?/

1 1
p'=1 p+5 p'+3
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Finalement le schéma numérique explicite peut s’écrire :

f;”rl - Iy _ 2(166[ B [C§+§AP+§ _ Cp+% p+%}+
s Umlgiae
S S S,
» 7
for [CﬁéAp_é + CpéBp%”
g pr1A¢2 2A¢
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